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Úvod
Laplaceova transformácia je príklad integrálnej transformácie. Je silným a cˇasto
používaným nástrojom pri riešení diferenciálnych rovníc. V práci sa oboznámime
s množstvom vlastností Laplaceovej transformácie a v závere práce riešime úlohu
nájdenia inverznej Laplaceovej transformácie, cˇo je tzv. ill-posed úloha.
V kapitole 2 skúmame existenciu Laplaceovej transformácie, pricˇom si namiesto
priestoru exponenciálne ohranicˇených lokálne integrovatel’ných funkcií v práci
vystacˇíme s exponenciálne ohranicˇenými spojitými funkciami.
V kapitole 3 si predvedieme dôležité vlastnosti Laplaceovej transformácie. Vety
a dôkazy v tejto kapitole sú z väcˇšej cˇasti prevzaté z knihy [6].
Kapitolou 4 sa už zacˇíname zaoberat’ inverznou Laplaceovou transformáciou.
S jej definíciou je spätý problém, ktorý si ukážeme. V závere kapitoly odvodíme
dôležitý vzt’ah, vd’aka ktorému vieme urcˇit’ inverznú Laplaceovu transformáciu
l’ubovol’ného parciálneho zlomku.
V poslednej kapitole ukážeme niektoré numerické metódy hl’adania inverznej
Laplaceovej transformácie. Pozrieme sa tak na výsledky niektorých známych
matematikov, ktorí túto úlohu riešili, cˇi už pomocou ortogonálnych polynómov,
alebo s využitím Fourierovej transformácie. Ukážeme aj numerické testy metód.
V závere kapitoly strucˇne spomenieme d’alšie numerické metódy.
Pri práci boli využité poznámky z prednášok Matematickej analýzy doc. RNDr.
Jirˇího Veselého, CSc. a Komplexnej analýzy doc. RNDr. Ondrˇeja Kalendu, Ph.D.
a text [5]. ˇDalej boli využité stránky [4] a [8]. Vzhl’adom k všeobecnej známosti
väcˇšiny vzorcov nie sú zdroje v d’alšom texte explicitne citované. Vzhl’adom
k zameraniu práce na numerické riešenie inverznej Laplaceovej transformácie sú
niektoré dôkazy riešené odkazom na literatúru.
Pripomenˇme ešte jeden historický fakt o Laplaceovej transformácii. Jej pôvod
totiž siaha až do cˇias Napoleona Bonaparte. S týmto diktátorom spolupracoval
aj samotný Pierre-Simon Laplace (23.marec 1749 – 5.marec 1827), francúzsky
astronóm a matematik. Je preto obdivuhodné, aké využitie nachádza Laplaceova
transformácia aj v dnešnej dobe.
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Kapitola 1
Použité definície a znacˇenia
V tejto kapitole uvedieme definície základných pojmov a znacˇení, ktoré d’alej
využijeme pri bližšom skúmaní Laplaceovej transformácie. Zacˇnime obvyklou
definíciou nevlastného Riemannovho integrálu.
Definícia 1.1. Nevlastný Riemannov integrál.
Nech a ∈ R a b ∈ R∗ = R ∪ {∞}, a < b a nech pre každé t ∈ (a, b) existuje
Riemannov integrál
∫ t
a
f(x)dx. ˇDalej nech bud’ platí b = ∞ alebo f(x) nie je
ohranicˇená v okolí bodu b. Ak existuje vlastná limt→b−
∫ t
a
f(x)dx, nazveme ju
nevlastným Riemannovým integrálom funkcie f(x) a tvrdíme, že tento integrál
je konvergentný. V prípade, že je limita nevlastná, alebo neexistuje, tvrdíme, že
integrál diverguje. Nevlastný Riemannov integrál funkcie f(x) od a do b znacˇíme∫ b
a
f(x)dx. Platí teda ∫ b
a
f(x)dx = lim
t→b−
∫ t
a
f(x)dx.
Predošlú definíciu potrebujeme na definovanie Laplaceovej transformácie.
Definícia 1.2. Laplaceova transformácia.
Nech f(t) je funkcia reálnej premennej t ≥ 0. Laplaceovou transformáciou tejto
funkcie rozumieme funkciu F (s) komplexnej (reálnej) premennej s, definovanú
vzt’ahom
F (s) = L(f(t))(s) =
∫ ∞
0
e−stf(t)dt,
kde nevlastný Riemannov integrál existuje (t.j. existuje vlastná limita a nadobúda
konecˇnú hodnotu), teda∫ ∞
0
e−stf(t)dt = lim
τ→∞
∫ τ
0
e−stf(t)dt.
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Symbol L nazvime Laplaceov operátor.
Správne by sme mali písat’ L(f)(s) = F (s). Pre zjednodušenie zápisu budeme
v d’alšom texte uvádzat’ L(f(t)), resp. L(f).
Podmienkami existencie Laplaceovej transformácie sa budeme bližšie zaoberat’
v Kapitole 2, pricˇom sa v práci obmedzíme na funkcie spojité na intervale [0,∞),
teda priestore oznacˇovaného C[0,∞). Z toho dôvodu sme si v predošlej definícii
vystacˇíli s nevlastným Riemannovým integrálom. Laplaceova transformácia ale
existuje aj za podmienok, kedy Riemannov integrál nemá zmysel uvažovat’, ako
napríklad pre niektoré prípady lokálne integrovatel’ných funkcií. V tom prípade
by sme v predošlej definícii uvažovali Lebesgueov integrál.
Poznámka 1.3. Pri dôkazoch niektorých vlatností Laplaceovej transformácie
nám nebudú postacˇovat’ vlastnosti nevlastného Riemannovho integrálu. Vtedy
budeme uvažovat’ Lebesgueov integrál s príslušnými vlastnost’ami.
ˇDašie definície budú potrebné predovšetkým pri skúmaní vlastností Laplaceovej
transformácie v nasledujúcich kapitolách.
Definícia 1.4. Exponenciálne ohranicˇená funkcia.
Hovoríme, že funkcia f je exponenciálne ohranicˇená, ak existujú také kladné
konštanty M a α, že pre každé t ≥ 0 platí
|f(t)| ≤Meαt.
Definícia 1.5. Skoková funkcia.
Skoková funkcia ua(t) je definovaná nasledovne
ua(t) = 0, t < a
ua(t) = 1, t ≥ a.
Definícia 1.6. Konvolúcia.
Nech f(t), g(t) sú spojité funkcie definované pre t > 0. Konvolúcia (f ∗ g) je
definovaná vzt’ahom
(f ∗ g)(t) =
∫ t
0
f(τ)g(t− τ)dτ.
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Kapitola 2
Existencia Laplaceovej
transformácie
Laplaceov operátor nemôžeme aplikovat’ na všetky funkcie, pretože podmienkou
existencie Laplaceovej transformácie je konvergencia integrálu. Uved’me preto
vetu, ktorá zarucˇuje existenciu Laplaceovej transformácie a jej absolútnu a, ako
ukážeme, aj rovnomernú konvergenciu.
Veta 2.1. Nech je funkcia f spojitá na intervale [0,∞) a nech je exponenciálne
ohranicˇená (teda |f(t)| ≤ Meαt, kde t ≥ 0). Potom Laplaceova transformácia
funkcie f , teda L(f), existuje pre Re(s) > α (a integrál konverguje absolútne).
Dôkaz. Vieme, že |f(t)| ≤Meαt pre všetky t ≥ 0.
Pre s = x+ iy a τ > 0 platí∫ τ
0
|e−stf(t)|dt ≤M
∫ τ
0
e−(x−α)tdt =
M
x− α −
Me−(x−α)τ
x− α .
Vieme, že x = Re(s) > α. Prevedením limity pre τ → ∞ preto dostávame
výsledok: ∫ ∞
0
|e−stf(t)|dt ≤ M
x− α.
Teda L(f) konverguje absolútne.
V úvode kapitoly sme naznacˇili aj rovnomernú konvergenciu, pozrime sa preto,
cˇi sú uvedené podmienky postacˇujúce aj pre rovnomernú konvergegenciu.
Poznámka 2.2. Integrál z predošlej vety konverguje rovnomerne na množine
{β;Re(β) > α+ ǫ} , kde ǫ > 0.
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Dôkaz. Vieme, že |f(t)| ≤ Meαt pre t ≥ 0. Nech je x = Re(s) > α a zvol’me
t0 ≥ 0. Potom∣∣∣∣
∫ ∞
t0
e−stf(t)
∣∣∣∣ ≤
∫ ∞
t0
e−xt|f(t)|dt ≤M
∫ ∞
t0
e−(x−α)tdt =
[
−Me
−(x−α)t
x− α
]∞
t0
=
=
Me−(x−α)t0
x− α
Zvol’me ǫ > 0, δ > 0 l’ubovol’né a vezmime x0 = α + ǫ. Potom pre všetky
x ≥ x0 platí
Me−(x−α)t0
x− α ≤
M
x0 − αe
−(x0−α)t0 =
M
ǫ
e−ǫt0 .
Vol’bou t0 môžme výraz na pravej strane l’ubovol’ne zmenšit’. Existuje preto
T > 0 také, že pre t0 ≥ T bude tento výraz menší ako δ. Teda pre t0 ≥ T bude∣∣∣∣
∫ ∞
t0
e−stf(t)
∣∣∣∣ < δ ∀s,Re(s) ≥ x0.
Pre úplnost’ uved’me príklad, kedy funkcia nesp´lnˇa predpoklady predošlej vety,
avšak Laplaceova transformácia existuje.
Príklad 2.3. Nech f(t) = 2tet2 cos et2 .
Funkcia f je spojitá na [0,∞), ale nie je exponenciálne ohranicˇená, pretože
f(t)/eαt →∞ pre l’ubovol’né α.
Pre každé s, kde Re(s) > 0 môžme pocˇitat’ per partes
L(f(t)) =
∫ ∞
0
e−st2tet
2
cos et
2
dt =
= [e−st sin et
2
]∞0 + s
∫ ∞
0
e−st sin et
2
dt = − sin 1 + sL(sin et2).
Funkcia sin et2 je exponenciálne ohranicˇená, a teda podl’a predošlej vetyL(sin et2)
existuje.
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Kapitola 3
Vlastnosti Laplaceovej
transformácie
V tejto kapitole sa oboznámime s vlastnost’ami Laplaceovej transformácie. Tie
sme rozdelili do dvoch podkapitol. Predstavíme si tak množstvo vlastností tejto
významnej transformácie, pricˇom niektoré z nich uvádzame len pre zaujímavost’.
3.1 Základné vlastnosti
Základnou vlastnost’ou Laplaceovej transformácie je linearita. Tú v d’alšej cˇasti
práce využijeme ako pri dôkazoch, tak aj pri odvodzovaní numerických metód.
Veta 3.1. (Linearita)
Pre l’ubovol’né c1, c2 a funkcie f1, f2, pre ktoré existuje L(f1) (resp. L(f2)) pre
Re(s) > α (resp. Re(s) > β), existuje L(c1f1 + c2f2), s: Re(s) > max {α, β}.
Platí
L(c1f1 + c2f2) = c1L(f1) + c2L(f2).
Dôkaz. ∫ ∞
0
e−st (c1f1(t) + c2f2(t)) dt =
= c1
∫ ∞
0
e−stf1(t)dt+ c2
∫ ∞
0
e−stf2(t)dt
Z linearity vieme odvodit’ nasledujúci vzt’ah pre polynómy.
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Dôsledok 3.2. Nech polynóm f(t) = a0 + a1t + . . . antn, n < ∞. Potom pre
Re(s) > 0 platí
L(f(t)) =
n∑
k=0
akL(tk) =
n∑
k=0
akk!
sk+1
.
Dôkaz. Matematickou indukciou ukážeme, že
L(tk) = k!
sk+1
pre k = 0, 1, 2, 3, . . . .
Pocˇítajme prvý krok indukcie∫ ∞
0
e−stdt =
[
e−st
−s
]∞
0
=
1
s
.
Nech teda vzt’ah platí pre k a pocˇítajme pre k + 1. Integrujme per partes
L (tk+1) = ∫ ∞
0
e−sttk+1dt =
[
tk+1
e−st
−s
]∞
0
+
k + 1
s
∫ ∞
0
e−sttkdt =
(k + 1)!
sk+2
.
Z linearity potom plynie požadovaný vzt’ah.
Predchádzajúci dôsledok vieme zovšeobecnit’ aj na nekonecˇný rad nasledujúcim
spôsobom.
Dôsledok 3.3. Ak f(t) =
∑∞
k=0 akt
k konverguje pre t ≥ 0 s cˇlenmi |ak| ≤ Kαkk!
pre každé k ∈ N0, kde α > 0, K > 0, potom
L(f(t)) =
∞∑
k=0
akL(tk) =
∞∑
k=0
akk!
sk+1
, Re(s) > α.
Dôkaz. Dôkaz je technický a nachádza sa v [6] strana 18. Myšlienka dôkazu: od-
hadujeme
∣∣∣L(f(t))−∑Nk=0 akL(tn)∣∣∣ zhora. Ukážeme, že tento výraz konverguje
k 0.
Vieme, že F (s) = L(f) existuje za podmienok Vety 2.1, teda pre s také, že
Re(s) > α. Vyšetrujme teraz preto, ako sa funkcia F (s) správa pre "vel’ké"s.
Veta 3.4. (Konvergencia F (s))
Nech je funkcia f exponenciálne ohranicˇená a spojitá. Potom jej Laplaceova
transformácia F (s) = L(f) konverguje k nule pre Re(s)→∞.
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Dôkaz. Vlastnost’ plynie zo vzt’ahu odvodeného pri dôkaze Vety 2.1∣∣∣∣
∫ ∞
0
e−stf(t)dt
∣∣∣∣ ≤ Mx− α,
kde α < Re(s) = x. Pre x→∞ dostávame požadovaný výsledok.
Predstavme si dôležité pravidlá posunutia, ktoré d’alej využijeme, napríklad pri
urcˇovaní inverznej Laplaceovej transformácie komplexného parciálneho zlomku
(Príklad 4.7). Využijeme tu skokovú funkciu ua z Definície 1.5.
Veta 3.5. (Prvé pravidlo posunutia)
Nech F (s) = L (f (t)) pre Re(s) > 0, potom
F (s− a) = L (eatf(t)) pre a ∈ R, Re(s) > a.
Dôkaz. Pocˇítajme
F (s− a) =
∫ ∞
0
e−(s−a)tf(t)dt =
∫ ∞
0
e−steatf(t)dt = L(eatf(t))
Veta 3.6. (Druhé pravidlo posunutia)
Nech F (s) = L(f(t)) pre Re(s) > 0 a ua je skoková funkcia, potom
L (ua (t) f (t− a)) = e−asF (s) pre a ≥ 0.
Dôkaz. Dosad’me priamo do definície Laplaceovej transformácie
L (ua (t) f (t− a)) =
∫ ∞
0
e−st(ua(t)f(t− a))dt =
∫ ∞
a
e−stf(t− a)dt =
=
∫ ∞
0
e−s(τ+a)f(τ)dτ = e−as
∫ ∞
0
e−sτf(τ)dτ = e−asF (s).
Zaujímavou vlastnost’ou Laplaceovej transformácie je aj vlastnost’ škálovania.
Pozrime sa preto, cˇo táto vlastnost’ znamená.
Veta 3.7. (Škálovanie)
Nech je funkcia f exponenciálne ohranicˇená a spojitá. Nech d’alej
L(f(t)) = F (s), a > 0 a Re(s) > 0. Potom platí
L(f(at)) = 1
a
F
(s
a
)
.
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Dôkaz. Dosadením do definície
L(f(at)) =
∫ ∞
0
e−stf(at)dt =
1
a
∫ ∞
0
e−
s
a
atf(at)adt.
Zvolíme substitúciu τ = at. Potom
1
a
∫ ∞
0
e−
s
a
atf(at)adt =
1
a
∫ ∞
0
e−
s
a
τf(τ)dτ =
1
a
F
(s
a
)
.
Vlastnosti opísanej v predošlej vete sa hovorí škálovanie.
Vel’mi dôležitou vlastnost’ou je nasledujúca veta, ktorá hovorí, že Laplaceova
transformácia prevádza konvolúciu na súcˇin. Vlastnost’ sa využíva napríklad pri
riešení lineárnych diferenciálnych rovníc s pravou stranou. V literatúre sa tejto
vlastnosti hovorí vlastnost’ konvolúcie Laplaceovej transformácie.
Veta 3.8. (Konvolúcia)
Nech sú f , g exponenciálne ohranicˇené a spojité funkcie na interavale [0,∞).
Potom pre Re(s) > α platí
L(f) · L(g) = L (f ∗ g) .
Dôkaz. Celý dôkaz je v knihe [6] na strane 92. Uved’me základnú myšlienku.
Pre Laplaceove transformácie funkcií f a g platí
L(f) · L(g) =
(∫ ∞
0
e−sτf(τ)dτ
)∫ ∞
0
e−sug(u)du =
=
∫ ∞
0
(∫ ∞
0
e−s(τ+u)f(τ)g(u)du
)
dτ.
Prevedieme substitúciu t = τ + u. ˇDalej využijeme vzt’ah odvodený pri dôkaze
Vety 2.1: ∫ ∞
0
∫ ∞
0
∣∣e−stf(τ)g(t− τ)∣∣ dtdτ <∞.
Vd’aka tomu sú splnené podmienky pre zámenu integrálov. Pri dôkaze uvažujeme
v definícii Laplaceovej transformácie Lebesgueov integrál a jeho vlastnosti.
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Stáva sa, že chceme urcˇit’ Laplaceovu transformáciu periodickej funkcie. Vtedy
nám výpocˇet ul’ahcˇí nasledujúca vlastnost’.
Veta 3.9. (Laplaceova tranformácia periodickej funkcie)
Nech F (s) = L(f(t)), kde f je ohranicˇená periodická funkcia s periódou T. Teda
pre všetky t ≥ 0 platí f(t) = f(t+ T ) . Potom
F (s) =
1
1− e−sT
∫ T
0
e−stf(t)dt.
Dôkaz. Pocˇítajme
F (s) =
∫ ∞
0
e−stf(t)dt =
∫ T
0
e−stf(t)dt+
∫ ∞
T
e−stf(t)dt.
Pre druhý integrál zvol’me substitúciu τ = t− T a z periodicity f dostávame∫ ∞
T
e−stf(t)dt =
∫ ∞
0
e−s(τ+T )f(τ + T )dτ = e−sT
∫ ∞
0
e−sτf(τ)dτ.
Teda
F (s) =
∫ T
0
e−stf(t)dt+ e−sTF (s),
z cˇoho vyjadríme
F (s) =
1
1− e−sT
∫ T
0
e−stf(t)dt.
Laplaceova transformácia má pomerne blízko ku gamma funkcii, o cˇom hovorí
nasledujúca veta.
Veta 3.10. (Vzt’ah s gamma funkciou)
Nech v ∈ R, v > −1 a nech s ∈ R, s > 0. Potom
L(tv) = Γ(v + 1)
sv+1
.
Dôkaz. Pre −1 < v < 0 funkcia f(t) = tv nie je spojitá, ani exponenciálne
ohranicˇená na [0,∞). To znamená, že neexistuje α > 0 tak, aby bola funkcia
exponenciálne ohranicˇená. Platí totiž limt→0+ f(t) = ∞. Ale
∫ τ
0
tvdt existuje
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pre v > −1, τ > 0 a L(f(t)) existuje.
Uvažujme d’alej s > 0, v > −1 a substitúciu x = st. Potom
L(tv) =
∫ ∞
0
e−sttvdt =
∫ ∞
0
e−x
(x
s
)v 1
s
dx =
1
sv+1
∫ ∞
0
xve−xdx =
Γ(v + 1)
sv+1
.
V príkladoch sa môžeme stretnút’ s funkciou typu g(t) =
∫ t
0
f(u)du. Miesto
možno nárocˇného pocˇitania Laplaceovej transformácie funkcie g môžme využit’
nasledujúcu vlastnost’.
Veta 3.11. Nech je funkcia f exponenciálne ohranicˇená a spojitá a nech d’alej
g(t) =
∫ t
0
f(u)du. Potom pre Re(s) > α platí
L(g(t)) = 1
s
L(f(t))
Dôkaz. Nachádza sa v [6] na strane 66.
3.2 Vzt’ahy s deriváciami
V tejto podkapitole sa pozrieme na dôležité vzt’ahy Laplaceovej transformácie,
ktoré sa hojne využívajú napríklad pri riešení diferenciálnych rovníc. Zacˇnime
deriváciou samotnej Laplaceovej transformácie.
Veta 3.12. Nech je funkcia f exponenciálne ohranicˇená a spojitá pre s > α,
s ∈ R. Potom pre L(f(t)) = F (s) platí
dn
dsn
F (s) = L ((−1)n tnf (t)) , n = 1, 2, 3, . . . .
Dôkaz. Výraz sp´lnˇa podmienky pre zámenu derivácie a integrálu (vid’ [2], str.
281) vd’aka rovnomernej konvergencii integrálu (Poznámka 2.2). Pocˇítajme
d
ds
F (s) =
d
ds
∫ ∞
0
e−stf(t)dt =
∫ ∞
0
∂
∂s
e−stf(t)dt =
=
∫ ∞
0
−te−stf(t)dt = L(−tf(t)).
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Indukciou dostaneme požadovaný vzt’ah pre s > α. Pocˇítajme preto
dn+1
dsn+1
F (s) =
d
ds
(
dn
dsn
F (s)
)
=
d
ds
∫ ∞
0
e−st(−1)ntnf(t)dt =
=
∫ ∞
0
∂
∂s
e−st(−1)ntnf(t)dt =
∫ ∞
0
e−st(−1)n+1tn+1f(t)dt =
= L ((−1)n+1 tn+1f (t)) .
Ak je s ∈ C, je vzt’ah pre deriváciu rovnaký, ale dôkaz odlišný. Dôležitá je
nasledujúca vlastnost’ holomorfnosti F (s) na nejakej množine, cˇo znamená, že
je na tejto množine diferencovatel’ná a teda má nekonecˇne vel’a derivácii.
Veta 3.13. Nech je funkcia f exponenciálne ohranicˇená a spojitá. Potom funkcia
F (s) = L(f) je holomorfná na polrovine Re(s) > α.
Dôkaz. Zapíšme s = x+ iy a pocˇítajme
F (s) =
∫ ∞
0
e−(x+iy)tf(t)dt =
∫ ∞
0
e−xt(cos yt− i sin yt)f(t)dt =
=
∫ ∞
0
(e−xt cos yt)f(t)dt+ i
∫ ∞
0
(−e−xt sin yt)f(t)dt = u(x, y) + iv(x, y).
Oznacˇme
ux =
∂
∂x
u, uy =
∂
∂y
u
vx =
∂
∂x
v, vy =
∂
∂y
v
Pocˇítajme deriváciu. Podmienky pre zámenu integrálu a derivácie sú splnené,
lebo platí∣∣∣∣
∫ ∞
t0
∂
∂x
(e−xt cos ytf(t))dt
∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫ ∞
t0
(−te−xt cos yt)f(t)dt
∣∣∣∣ ≤
≤
∫ ∞
0
te−xt|f(t)|dt ≤M
∫ ∞
t0
e−(x−α−δ)tdt ≤ M
x− α− δ e
−(x−α−δ)t0 , δ > 0.
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Parameter δ vieme zvolit’ l’ubovol’ne malý, preto na množine {β;Re(β) > α+ δ}
integrál konverguje rovnomerne. Potom
ux =
∫ ∞
0
∂
∂x
(
e−xt cos yt
)
f(t)dt =
∫ ∞
0
(−te−xt cos yt) f(t)dt
vy =
∫ ∞
0
∂
∂y
(−e−xt sin yt) f(t)dt = ∫ ∞
0
(−te−xt cos yt) f(t)dt.
Teda ux = vy. Rovnakým spôsobom vieme ukázat’, že uy = −vx. Derivácie sú
spojité a Cauchy-Riemannove podmienky sú splnené, a teda F (s) je holomorfná
funkcia na tejto polrovine.
Veta 3.14. Nech je funkcia f exponenciálne ohranicˇená a spojitá pre s ∈ C,
Re(s) > α. Potom pre L(f(t)) = F (s) platí
dn
dsn
F (s) = L ((−1)n tnf (t)) , n = 1, 2, 3, . . . .
Dôkaz. V knihe [6], str. 31. Uved’me si základnú myšlienku. Píšme ako v dôkaze
predchádzajúcej vety
F (s) = u(x, y) + iv(x, y).
Potom
F ′(s) = ux + ivx =
∫ ∞
0
(−te−xt cos yt)f(t)dt+ i
∫ ∞
0
(−te−xt sin yt)f(t)dt =
=
∫ ∞
0
(−te−xt(cos yt− sin yt))f(t)dt =
∫ ∞
0
−te−stf(t)dt = L(−tf(t)).
Matematickou indukciou obdržíme tvrdenie vety.
ˇDalej sa pozrieme na derivácie typu L (f (n)(t)), ktoré zohrávajú dôležitú úlohu
pri riešení diferenciálnych rovníc. Aplikovaním Laplaceovej transformácie sa
prevádzajú diferenciálne rovnice s konštantnými koeficientami na algebraické
rovnice.
Veta 3.15. Nech je funkcia f exponenciálne ohranicˇená a spojitá na [0,∞) a f ′
je spojitá funkcia na [0,∞). Potom pre Re(s) > α platí
L(f ′(t)) = sL(f(t))− f(0).
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Dôkaz. Zapíšme si integrál s využitím limity a integrujme per partes∫ ∞
0
e−stf ′(t)dt = lim
δ→0, τ→∞
∫ τ
δ
e−stf ′(t)dt =
= lim
δ→0, τ→∞
([
e−stf(t)
]τ
δ
+ s
∫ τ
δ
e−stf(t)dt
)
=
= −f(0) + s
∫ ∞
0
e−stf(t)dt
lebo |e−sτf(τ)| ≤ e−xτMeατ , cˇo konverguje k 0 pre τ → ∞ a Re(s) = x > α.
Potom
L(f ′(t)) = sL(f(t))− f(0).
Vzorec vieme indukciou zovšeobecnit’ do nasledujúceho tvaru.
Veta 3.16. Nech sú funkcie f, f ′, · · · f (n−1) exponenciálne ohranicˇené a spojité
na [0,∞) a f (n) je spojitá na [0,∞). Potom pre Re(s) > α platí
L (f (n)(t)) = snL(f(t))− sn−1f(0)− sn−2f ′(0)− · · · − f (n−1)(0).
Dôkaz. Prevedieme matematickú indukciu, prvý krok sme ukázali v predošlej
vete. Nech teda pre prirodzené k < n je f (k) exponenciálne ohranicˇená a spojitá
na [0,∞) a f (k+1) je spojitá na [0,∞). Potom
L (f (k+1)(t)) = lim
δ→0,τ→∞
∫ τ
δ
e−stf (k+1)(t)dt =
= lim
δ→0,τ→∞
([
e−stf (k)(t)
]∞
0
+ s
∫ ∞
0
e−stf (k)dt
)
= −f (k)(0) + sL(f (k)(t)) =
= skL(f(t))− skf(0)− sk−1f ′(0)− · · · − f (k)(0).
Uved’me dôsledky konvergencie F(s) (Vety 3.4) a vzt’ahu z Vety 3.15. Získavame
tak vzt’ahy medzi hodnotami funkcie a jej Laplaceovej transformácie v pocˇiatku
a nekonecˇne.
18
Dôsledok 3.17. Hodnota v pocˇiatku.
Nech funkcie f, f ′ sp´lnˇajú podmienky ako vo Vete 3.15 a F (s) = L(f), s ∈ R.
Potom
f(0) = lim
t→0
f(t) = lim
s→∞
sF (s)
Dôsledok 3.18. Hodnota v nekonecˇne.
Nech funkcia f, f ′ sp´lnˇajú podmienky ako vo Vete 3.15 a nech d’alej existuje
limita limt→∞ f(t) a nech F (s) = L(f), s ∈ R. Potom
lim
t→∞
f(t) = lim
s→0
sF (s).
Dôkazy týchto vzt’ahov sú uvedené v [6] od strany 88, pricˇom plynú z vyššie
uvedených viet.
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Kapitola 4
Inverzná Laplaceova transformácia
4.1 Existencia a vlastnosti
Po aplikácii Laplaceovej transformácie a využití jej vlastností potrebujeme urcˇit’
inverziu získanej funkcie. Ako ukážeme, problém nájdenia inverznej Laplaceovej
transformácie je d’aleko zložitejší, než sa na prvý pohl’ad môže zdat’.
Zacˇnime príkladom.
Príklad 4.1. Nech sú dané funkcie f(t) = sinωt pre t ≥ 0 a g(t) = sinωt pre
t > 0 a g(t) = 1 pre t = 0. Potom integrovaním per partes
L(f(t)) = ω
s2 + ω2
= L(g(t)),
a teda L−1 ( ω
s2+ω2
)
nie je jednoznacˇné.
Laplaceova transformácia nie je prostá, avšak podmienkou existencie inverzie je
jednoznacˇnost’. Práve o nej hovorí nasledujúce tvrdenie.
Tvrdenie 4.2. (Lerchova veta)
Ak sú f , g spojité funkcie na [0,∞) a L(f) = L(g), potom f = g.
Dôkaz. Dôkaz je technicky nárocˇný a je k nájdeniu v knihe [7], kapitola 2.6,
strana 61.
V práci si vystacˇíme so spojitými funkciami, pre úplnost’ uved’me nasledujúcu
poznámku prevzatú zo stránky [4].
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Poznámka 4.3. Ak platí, že L(f) = L(g), potom f = g skoro všade. Hovoríme,
že Laplaceova transformácia (ako typ integrálnej transformácie) je jednoznacˇná
v Lerchovom zmysle.
Uved’me teda definíciu inverznej Laplaceovej transformácie. Jej integrálna forma
je tiež známa ako Bromwichov integrál. Definícia je prevzatá zo stránky [8], jej
strucˇné odvodenie sa nachádza v [6], str. 152.
Definícia 4.4. (Inverzná Laplaceova transformácia a jej integrálna forma)
Nech s je zvolené tak, že Re(s) = γ > 0 a zárovenˇ γ je väcˇšia ako reálna cˇast’
všetkých singularít F (s). Potom
L−1(F (s)) = 1
2πi
∫ γ+i∞
γ−i∞
estF (s)ds = f(t),
kde sa integruje po vertikále Re(s) = γ v komplexnej rovine.
Výraz opticky pripomína inverznú Fourierovu transformáciu. O vzt’ahu s touto
známou transformáciou hovorí nasledujúca poznámka.
Poznámka 4.5. V prípade, že je reálna cˇast’ všetkých singularít F (s) záporná,
môžme zvolit’ γ = 0 a inverzná Laplaceova transformácia je totožná s inverznou
Fourierovou transformáciou.
Dôkaz. Dosadením získame priamo požadovanú definíciu.
Tvrdenie 4.6. Nasledujúce vlastnosti inverznej Laplaceovej transformácie plynú
z vlastností Laplaceovej transformácie. Nech F , G sú Laplaceove transformácie
funkcií f , g.
(Linearita)
Inverzná Laplaceova transformácia je lineárna. Platí
L−1 (aF (s) + bG(s)) = af(t) + bg(t),
kde a, b ∈ R a Re(s) > 0.
(Druhé pravidlo posunutia)
To môže byt’ vyjadrené pre a, t ≥ 0 a L(f(t)) = F (s) inverznou formulou
L−1 (e−asF (s)) = ua(t)f(t− a),
kde ua je skoková funkcia a Re(s) > 0.
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(Konvolúcia)
Nech existujú F (s) = L(f(t)) a G(s) = L(g(t)). Potom pre Re(s) > 0
L−1(FG) = L−1(F ) ∗ L−1(G).
(Derivácia)
Za predpokladov Vety 3.16 platí vzt’ah
f(t) = −1
t
L−1
(
d
ds
F (s)
)
t > 0.
Dôkaz plynie priamo z definície inverznej Laplaceovej transformácie.
Uved’me teraz príklad, ktorého vyriešením získame mimoriadne dôležitý vzt’ah,
ktorý v práci d’alej využijeme. S jeho pomocou dokážeme urcˇit’ Laplaceovu
transformácu akéhokol’vek komplexného parciálneho zlomku. Je teda zrejmé, že
rozklad na komplexné parciálne zlomky ([1], str. 89) je tak cˇastým nástrojom pri
urcˇovaní inverznej Laplaceovej transformácie.
Príklad 4.7. Uvažujme funkciu f(t) = t, kde t ≥ 0. Z Dôsledku 3.2 vieme, že
L(t) = 1
s2
, Re(s) > 0.
Z prvého pravidla posunutia (Veta 3.3) potom
L(teat) = 1
(s− a)2 , Re(s) > a.
Všeobecne pre n ∈ N0
L(tneat) = n!
(s− a)n+1 Re(s) > a.
Vzt’ah sme dokázali indukciou v Dôsledku 3.2 pre a = 0 a aplikovaním prvého
pravidla posunutia (Veta 3.5) dostávame
L (tn) = n!
sn+1
⇒ L(tneat) = n!
(s− a)n+1 .
Získali sme tak dôležitý vzt’ah
L−1
(
1
(s− a)n+1
)
=
tneat
n!
.
Všeobecný komplexný parciálny zlomok je tvaru c
(x−a)n
, kde c, a sú konštanty,
k = 1, 2, . . ., z linearity Laplaceovej transformácie plynie, že pomocou tohto
vzt’ahu vieme urcˇit’ inverznú Laplaceovu transformáciu takéhoto zlomku.
22
Kapitola 5
Numerické metódy výpocˇtu
inverznej Laplaceovej transformácie
Problém riešenia inverznej Laplaceovej transformácie je komplikovanejší, ako sa
môže na prvý pohl’ad zdat’. Z linearity vieme, že
L (f(t) + e1+ibt) = F (s) + (s− 1− ib)−1.
Ak sa na tento príklad pozrieme obrátene, tak vidíme, že pokým (s − 1 − ib)−1
konverguje pre b ∈ R, b→∞, rovnomerne k nule, výraz e1+ibt je neohranicˇený.
Úloha nájst’ inverznú Laplaceovu transformáciu patrí do skupiny tzv. ill-posed
úloh. Jej riešením sa zaoberali mnohí známi matematici.
5.1 Využitie ortogonálnych polynómov
V tejto cˇasti si ukážeme niektoré výsledky mad’arského matematika Lanczosa
a gréckeho matematika Papoula. Uved’me najskôr potrebné definície známych
ortogonálnych polynómov.
Definícia 5.1. ˇCebyševov polynóm prvého druhu.
Oznacˇme Tn(x) ˇCebyševov polynóm prvého druhu stupnˇa n nad intervalom [−1, 1].
Definovaný je predpisom
Tn(x) =
n
2
⌊n/2⌋∑
k=0
(−1)k (n− k − 1)!
k!(n− 2k)! (2x)
n−2k = cos (n arccos x),
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kde ⌊n/2⌋ znacˇí dolnú celú cˇast’ reálneho cˇísla n/2.
V literatúre sa uvádza aj iné vyjadrenie tohto polynómu, známe ako Rodriguezovo
vyjadrenie:
Tn(x) =
(−1)n(1− x2)1/2√π
2n+1Γ(n+ 1/2)
dn
dxn
(
(1− x2)n−1/2) .
Definícia 5.2. ˇCebyševov polynóm druhého druhu.
Oznacˇme Un(x) ˇCebyševov polynóm druhého druhu stupnˇa n nad intervalom
[−1, 1]. Definovaný je predpisom
Un(x) =
⌊n/2⌋∑
k=0
(−1)k (n− k)!
k!(n− 2k)!(2x)
n−2k =
T ′n+1(x)
n+ 1
.
Teda po substitúcii získavame vzt’ah
Un(cos θ) =
sin(n+ 1)θ
sin θ
.
Rodriguezove vyjadrenie Un(x) je
Un(x) =
(−1)n(n+ 1)√π
(1− x2)1/22n+1Γ(n+ 3/2)
dn
dxn
(
(1− x2)n+1/2) .
Definícia 5.3. Laguerrov polynóm.
Oznacˇme Ln(x) Laguerrov polynóm stupnˇa n nad intervalom [0,∞). Definovaný
je predpisom
Ln(x) =
n∑
k=0
(−1)k
(
n
n− k
)
1
k!
xk.
Rodriguezove vyjadrenie Ln(x) je
Ln(x) =
1
n!e−x
dn
dxn
(
xne−x
)
.
Definícia 5.4. Legendrov polynóm.
Oznacˇme Pn(x) Legendrov polynóm stupnˇa n nad intervalom [−1, 1]. Definovaný
je predpisom
Pn(x) =
1
2n
⌊n/2⌋∑
k=0
(−1)k
(
n
k
)(
2n− 2k
n
)
xn−2k.
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Rodriguezove vyjadrenie Pn(x) je
Pn(x) =
(−1)n
2nn!
dn
dxn
(
(1− x2)n) .
Poznámka 5.5. V d’alšom texte uvažujme nasledovné podmienky. Funkcia f(t)
je spojitá exponenciálne ohranicˇená, Re(s) > 0 a všetky body singularity F (s)
ležia nal’avo od priamky Re(s) = c > 0.
Potom z Vety 3.4 vieme, že limRe(s)→∞ F (s) = 0 a môžme vyjadrit’ funkciu
F (s) = e−αφ(s), kde φ(s) je ohranicˇená funkcia na polrovine Re(s) ≥ c. A túto
funkciu môžme interpolovat’.
Nasledujúca metóda je odvodená Papoulom, ktorý využil Legendrove polynómy.
Je uvedená v [3], str. 329.
Metóda 5.6. Preved’me subtitúciu e−σt = x pre σ > 0, a teda
f(t) = f
(
− lnx
σ
)
= φ(x), σ > 0.
Tým sme previedli cˇasový interval t ∈ [0,∞) na x ∈ (0, 1]. Potom Laplaceovu
transformáciu dostaneme v tvare
σF (s) =
∫ 1
0
xs/σ−1φ(x)dx,
z cˇoho dostávame vol’bou s = (2k + 1)σ vzt’ah
σF ((2k + 1)σ) =
∫ 1
0
x2kφ(x)dx.
Rozšírme funkciu φ(x) párne aj na zápornú cˇast’, teda φ(−x) = φ(x). Párnu
funkciu φ(x) potom môžme interpolovat’ lineárnou kombináciou Legendrových
polynómov párneho stupnˇa
φ(x) =
∞∑
k=0
ckP2k(x).
Ak sa vrátime k definícii funkcie φ(x), dostávame
f(t) =
∞∑
k=0
ckP2k
(
e−σt
)
,
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kde koeficienty ck sú urcˇené L(f(t)). Využitím vzt’ahu z Vety 3.3 o Laplaceovej
transformácii polynómu tak dostávame
F (s) =
c0
s
+
∞∑
k=1
(s− σ)(s− 3σ) . . . (s− (2k − 1)σ)
s(s+ 2σ) . . . (s+ 2kσ)
ck.
Ak v tomto výraze postupne nahradíme s = σ, s = 3σ,..., s = (n + 1)σ,...
dostávame systém (k + 1) rovníc
σF (σ) = c0
σF (3σ) =
1
3
c0 +
2
15
c1
σF ((2k + 1)σ) =
c0
2k + 1
+
2kc1
(2k + 1)(2k + 3)
+ · · ·
· · ·+ 2
kk!ck
(2k + 1)(2k + 3) . . . (4k + 1)
.
Jeho vyriešením získame hl’adané koeficienty ck.
Vol’ba σ závisí na pocˇte uvažovaných podmienok (pocˇet cˇlenov sumy) vo vzt’ahu
f(t) =
∞∑
k=0
ckP2k
(
e−σt
)
.
Metódu pre numerické testy nevyužijeme, lebo koeficienty polynómu rastú príliš
rýchlo, cˇo výrazne limituje pocˇet cˇlenov sumy. Na možnost’ nepresného výsledku
spôsobenú zaokrúhl’ovacími chybami nás, po naprogramovaní metódy, upozornil
aj Matlab.
Pozrime sa d’alej na metódu, ktorú odvodil Lanczos s využitím ˇCebyševových
polynómov. Metóda je opísaná v [3], str.333.
Metóda 5.7. V tomto prípade najskôr normalizujeme funkciu do tvaru f(0) = 0.
Vo vzt’ahu z Definície 4.4
f(t) =
1
2πi
∫ γ+i∞
γ−i∞
estF (s)ds
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preved’me tieto úpravy:
Zvol’me substitúciu s = z + a a prenásobme rovnost’ výrazom e−at. Dostávame
tak výraz
κ(t) := f(t)e−at =
1
2πi
∫ γ+i∞
γ−i∞
eztK(z)dz,
kde
K(z) =
∫ ∞
0
κ(t)e−ztdt.
Ak je κ(0) = 0, máme hotovo. Ak nie, potom môžme κ(t) nahradit’ funkciou
κ∗(t) = κ(t) − αe−t, kde α = κ∗(0) = limz→∞ zK(z). Takto upravenú funkciu
oznacˇme pre jednoduchost’ opät’ f(t) = κ∗(t), a teda pre novú funkciu platí
f(0) = 0. Použime d’alej substitúciu ξ = e−t. Dostávame tak vzt’ah
F (s) =
∫ 1
0
f (− ln ξ) ξs−1dξ =
∫ 1
0
φ(ξ)ξs−1dξ,
v ktorom ak d’alej použijeme substitúciu ξ = 1
2
(1 + cos θ), dostaneme
f(− ln ξ) = φ(ξ) = φ
(
1
2
(1 + cos θ)
)
= ψ(θ).
Vd’aka normalizácii f(0) = 0 dostávame ψ(0) = 0, a pretože θ = π zodpovedá
t → ∞, platí ψ(π) = 0 (z normalizácie). Môžme teda funkciu ψ(θ) vyjadrit’
v závislosti na sin kθ pomocou Fourierovej rady ako
ψ(θ) =
4
π
∞∑
k=1
bk sin kθ,
kde koeficienty
bk =
1
2
∫ π
0
ψ(θ) sin kθdθ.
Ak sa vrátime k ξ, potom z Definície 5.2 obdržíme
bk =
1
2
∫ π
0
ψ(θ) sin kθdθ =
∫ 1
0
φ(ξ)
sin kθ
sin θ
dξ =
∫ 1
0
φ(ξ)Uk−1(ξ)dξ.
Ak vyjadríme ˇCebyševov polynóm druhého druhu stupnˇa k ako Uk =
∑k
i=0 αiξ
i
,
potom
bk =
∫ 1
0
φ(ξ)Uk−1(ξ)dξ =
∫ 1
0
φ(ξ)
k−1∑
i=0
(
αiξ
i
)
dξ =
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=
k−1∑
i=0
αi
∫ 1
0
φ(ξ)ξidξ =
k−1∑
i=0
αiF (i+ 1).
Koeficienty Uk(ξ) poznáme, a teda vieme urcˇit’ bk.
Ukážme si aj Lanczosovu metódu s využitím Laguerrových polynómov. Táto
metóda sa nachádza v [3], str. 340.
Metóda 5.8. Rovnako ako v predošlej metóde, preved’me normalizáciu funkcie
f(t). Získame
κ∗(t) = f(t)e−at =
1
2πi
∫ γ+i∞
γ−i∞
eztK(z)dz,
kde
K(z) =
∫ ∞
0
κ(t)e−ztdt
a κ∗(0) = 0, ako aj limt→∞ κ∗(t) = 0. Všimnime si, že vd’aka Vete 3.13 vieme, že
funkcia K(z) je holomorfná na celej polrovine Re(z) ≥ 0. Túto polrovinu vieme
transformovat’ do jednotkového kruhu nasledovnou transformáciou
z =
1− v
1 + v
= −1 + 2
1 + v
, dz = − 2dv
(1 + v)2
= −(z + 1)
2
2
dv.
Potom dosadením dostaneme
κ∗(t) =
1
2πi
∫ 1
−1
e(1−v)t/(1+v)K
(
1− v
1 + v
)
2
(1 + v)2
dv.
Preved’me Maclaurinov rozvoj K(z)
K
(
1− v
1 + v
)
2
(1 + v)2
=
∞∑
k=0
ckv
k
K(z) =
∞∑
k=0
2ck
(1− z)k
(1 + z)k+2
.
Nech z = 1 + z1, potom
ψ(z1) := K(1 + z1) =
∞∑
k=0
2ck
(−1)kzk1
(2 + z1)k+2
.
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Potom teda
ψ(z1) =
∫ ∞
0
e−(1+z1)tκ∗(t)dt =
∫ ∞
0
e−te−z1tκ∗(t)dt.
Tým sme pocˇiatocˇný problém zredukovali na problém nájdeniaL−1(ψ(z1)), z cˇoho
získame L−1(K(z)). Zaujíma nás teda L−1
(
zk
1
(z1+2)k+2
)
.
ˇDalej využitím vzt’ahu
z Príkladu 4.7 a vzt’ahu o derivácii vo Vete 3.16 dostávame, že
L−1
(
zk1
(z1 + 2)k+2
)
=
dk
dtk
(
tk+1e−2t
(k + 1)!
)
.
Z Rodriguezovej definície Laguerrovho polynómu 4.9 vieme, že
Ln(x) =
1
n!e−x
dn
dxn
(
xne−x
)
,
a teda dostávame
L (e−2tLn(2t)) = zn1
(z1 + 2)n+1
.
Položme funkciu g(t) = e−2t (Lk(2t)− Lk+1(2t)).Pre G(z1) = L(g(t)) potom
platí
G(z1) =
zk1
(z1 + 2)k+1
− z
k+1
1
(z1 + 2)k+2
=
2zk1
(z1 + 2)k+2
.
Ak sa vrátime k premennej z, využitím predošlej rovnosti dostávame
L−1
(
2(1− z)k
(1 + z)k+2
)
= (−1)ke−2t (Lk(2t)− Lk+1(2t)) =
= (−1)k (φk(2t)− φk+1(2t)) ,
kde φk(t) = e−tLk(t).
Potom teda
L−1 (ψ(z)) =
∞∑
k=0
(−1)k (φk(2t)− φk+1(2t)).
Pôvodná znormalizovaná funkcia κ∗(t) je potom
κ∗(t) =
∞∑
k=0
(−1)kck (φk(2t)− φk+1(2t)).
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Poznámka 5.9. Predošlé metódy sú zaujímavé z teoretického hl’adiska. Avšak
z praktického hl’adiska sú na programovanie nevhodné. Substitúciou intervalu
[0,∞) do (0, 1] získavame vel’ké zaokrúhl’ovacie chyby. ˇDalším problémom je
príliš rýchly rast koeficientov polynómov, cˇím obdržíme d’alšie chyby a sme nútení
vel’mi limitovat’ pocˇet cˇlenov sumy. V prípade Lanczosových metód je d’alším
problémom normalizácia funkcie a nutné vyjadrenie K(z).
5.2 Využitie Fourierovej transformácie
Zamerajme sa d’alej na využitie Fourierovej transformácie. Tá má tvar
fˆ(ω) = F(f) = 1√
2π
∫ ∞
−∞
f(t)e−iωtdt
fˆ(ω) =
1√
2π
∫ ∞
−∞
f(t)(cosωt)− i sinωtdt.
Teda v prípade nepárnej funkcie
fˆ(ω) =
√
2
π
∫ ∞
0
f(t) sinωtdt,
z cˇoho
f(t) =
√
2
π
∫ ∞
0
fˆ(ω) sinωtdω.
Obdobne pre párnu funkciu
fˆ(ω) =
√
2
π
∫ ∞
0
f(t) cosωtdt.
f(t) =
√
2
π
∫ ∞
0
fˆ(ω) cosωtdω.
Tejto vlastnosti využijeme v d’alšej metóde, ktorú odvodili matematici Dubner
a Agate. Metóda je opísaná v [3], str. 361.
Metóda 5.10. Ak v Definícii 1.2 Laplaceovej transformácie rozdelíme komplexnú
premennú s na jej reálnu a imaginárnu cˇast’ s = c+ iω, dostávame
F (s) =
∫ ∞
0
e−(c+iω)tf(t)dt.
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Potom
Re (F (s)) =
∫ ∞
0
e−ctf(t) cosωtdt
Im (F (s)) = −
∫ ∞
0
e−ctf(t) sinωtdt,
cˇím sme dostali Fourierovu cosínusovú a sínusovú transformáciu f(t). Zaved’me
a0 reálnu konštantu takú, že všetky body singularity F(s) ležia nal’avo od a0. Nech
d’alej Re(s) = c ≥ a0. Potom vieme, že platí
f(t) =
2ct
π
∫ ∞
0
Re (F (s)) cosωtdω = −2
ct
π
∫ ∞
0
Im (F (s)) sinωtdω,
cˇím sme pôvodný problém zredukovali na výpocˇet jedného z integrálov. Zaved’me
d’alej reálnu funkciu h(t) takú, že h(t) = 0 pre t < 0 a pokryme interval [0,∞)
subintervalmi (nT, (n+1)T ) (pre n→∞ pokryjeme celý interval) a na intervale
((n−1)T, (n+1)T ) uvažujme funkciu h(t) a definujme párne periodické funkcie
s periódou 2T
gn(t) = h(t) nT ≤ t ≤ (n+ 1)T
= h(2nT − t) (n− 1)T ≤ t ≤ nT.
Nahradením t za nT + t, dostaneme pre párne hodnoty n
gn(t) = h(nT + t) 0 ≤ t ≤ T
= h(nT − t) −T ≤ t ≤ 0.
a pre n nepárne
gn(t) = h((n+ 1)T − t) 0 ≤ t ≤ T
= h((n+ 1)T + t) −T ≤ t ≤ 0.
Použitím Fourierovej rady pre gn(t) dostávame
gn(t) =
An,0
2
+
∞∑
k=1
An,k cosωkt, ωk = kπ/T,
kde
An,k =
2
T
∫ T
0
h(nT + x) cosωktdx n = 0, 2, 4, . . .
=
2
T
∫ T
0
h((n+ 1)T − x) cosωktdx n = 1, 3, 5, . . .
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Všeobecne teda
An,k =
2
T
∫ (n+1)T
nT
h(x) cosωktdx.
Ak oznacˇíme
A(ωk) =
∫ ∞
0
h(t) cosωktdt,
potom
∞∑
n=0
gn(t) =
2
T
(
A(ω0)
2
+
∞∑
k=1
A(ωk) cosωkt
)
.
Ak h(t) = e−ctf(t), potom tento vzt’ah reprezentuje Laplaceovu transformáciu
reálnej funkcie f(t) s parametrom s = c + iωk. Vidíme, že A(ωk) = Re(F (s)).
Po prenásobení ect dostaneme
∞∑
n=0
ectgn(t) =
2ect
T
(
1
2
Re(F (c)) +
∞∑
k=1
Re (F (c+ iωk)) cosωkt
)
Prvý cˇlen súcˇtu na l’avej strane je ectg0(t) = f(t) pre t ∈ [0, T ], zbytok súcˇtu
reprezentuje chybu E, ktorá je na intervale (0, T )
E =
∞∑
n=1
ectgn(t) = e
ct
∞∑
n=1
(h(2n+ t) + h(2n− t)) =
=
∞∑
n=1
e−2cnT
(
f(2n+ t) + e2ctf(2n− t)).
Aplikovaním lichobežníkového pravidla s d´lžkou kroku π/T na výraz odvodený
v úvode rozboru metódy
f(t) =
2ct
π
∫ ∞
0
Re (F (c+ iωk)) cosωktdωk
dostávame opät’ výraz
f(t) ≈ 2e
ct
T
(
1
2
Re(F (c)) +
∞∑
k=1
Re (F (c+ iωk)) cosωkt
)
.
Chyba E je závislá na d´lžke kroku aj na parametri c. Ten vieme zvolit’ tak, aby
sme minimalizovali túto chybu. Na intervale t ≤ T/2 tak môžme získat’ výsledok
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s požadovanou presnost’ou.
Vieme, že c je také, že všetky body singularity F (s) ležia nal’avo od Re(s) = c
a predpokladáme, že F (s) nemá singularity napravo od pocˇiatku (inak spravíme
transláciu). Predpokladáme d’alej, že funkcia f(t) je zhora ohranicˇená nejakou
funkciou typu Ctm, kde C je konštanta a m ∈ N0.
Nech m = 0, potom dostávame odhad pre chybu dosadením do vzt’ahu pre E ako
E1 =≤ Cec(t−T ) cosh ct
sinh cT
.
Vidíme teda, že cˇím bližšie bude t → T , chyba bude narastat’. Z toho dôvodu
je vhodné vzt’ah odvodený pre f(t) aplikovat’ pre t ∈ (0, T/2). Chyba na tomto
intervale je potom E1 ≤ Ce−cT/2. Nech je d’alej m > 0, potom
E1 ≤ Ce−cT/2 cosh cT/2
sinh cT
≈ C(1.5T )me−cT .
Zhrnˇme si na záver túto metódu: Najskôr zvolíme interval na ktorom budeme
inverziu rátat’. Ak máme 0 ≤ t ≤ t1, zvolíme T = 2t1 a zvolíme parameter c, aby
bola chyba v tolerancii a môžme využit’ vzt’ah odvodený pre výpocˇet f(t).
Táto metóda už ponúka dobré výsledky. Použijeme ju preto aj na numerické testy.
Existuje množstvo d’alších metód výpocˇtu inverznej Laplaceovej transformácie,
pricˇom niektoré z nich sú postavené na nami uvedených metódach a d’alej ich
zlepšujú, ako si v strucˇnosti naznacˇíme v závere práce.
Pre potrebu numerických testov sme využili softvér Matlab R2007b, ktorý už
má zabudovanú funkciu ilaplace, ktorá vracia predpis inverznej Laplaceovej
transformácie. Túto funkciu sme využili pre obdržanie presného riešenia. Pre
naše numerické testy sme využili funkcie DubAb a Riem. Prvú menovanú sme
naprogramovali podl’a vyššie uvedenej metódy a funkciu Riem podl’a Tzouovej
metódy rozobranej v samom závere práce. Rozbor parametrov funkcií je priamo
v zdrojovom kóde funkcií, ktoré sa nachádzajú na priloženom médiu.
Príklad 5.11. Majme danú funkciu F (s) = 1/(s2 + s + 1). Hl’adajme inverznú
Laplaceovu transformáciu na intervale [0, 10]. Riešme najskôr funkciou DubAb.
Aby sme vyskúšali vplyv vstupných parametrov, volíme dve hodnoty parametra
c = 0, 4 resp. 0, 9 a pocˇet cˇlenov v sume 1000 resp. 2000. Na grafe cˇervenou
krivkou znázorníme graf presného riešenia. Zelené krúžky znároznˇujú výsledok
pre n = 1000 a c = 0, 9, magentové krížiky pre n = 1000 a c = 0, 4, modré
krúžky pre n = 2000 a c = 0, 9 a cˇierne + pre n = 2000 a c = 0, 4. Krok je 0, 5.
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Vidíme, že blízko nuly sú všetky riešenia presné. S narastajúcim t sa dostavujú
odchýlky a najpresnejšie sa ukázali byt’ riešenia s vol’bou c = 0.4.
Tú istú funkciu riešme metódou Riem s parametrami n = 2000 a krokom 0, 5.
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Príklad 5.12. Majme danú funkciu F (s) = s
(s+1)2
. Hl’adajme inverznú funkciu
na intervale [0, 10]. Vstupné údaje pre DubAb uvažujme c = 0, 4, n = 2000 je
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spolocˇný pre obe metódy. Zelené krúžky znázornˇujú metódu DubAb a modré +
zasa metódu Riem.
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Príklad 5.13. Majme danú funkciu F (s) = s+1
(s2+1)2
. Hl’adajme inverznú funkciu
na intervale [0, 10]. Vstupné údaje pre DubAb uvažujme c = 0, 4, údaj n = 2000
je spolocˇný pre obe metódy. Zelené krúžky znázornˇujú metódu DubAb a modré +
zasa metódu Riem.
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Použité metódy teda pocˇítajú inverznú Laplaceovu transformáciu vel’mi presne a
ako sme mohli vidiet’ na príkladoch, na grafoch prakticky splývajú.
5.3 ˇDalšie metódy
V tejto cˇasti si strucˇne predstavíme d’alšie postupy, ktoré boli požité pre výpocˇet
inverznej Laplaceovej transformácie.
Pri ortogonálnych polynómoch sme už spomenuli Lanczosa a Papoula a niektoré
ich výsledky. ˇDalším matematikom skúmajúcim využitie polynómov je Piessens.
Ten skúmal aj využitie Jacobího polynómov, ktoré sú definované
P (α,β)n (x) =
1
2n
⌊n/2⌋∑
k=0
(
n+ α
k
)(
n+ β
n− k
)
(x− 1)n−k(x+ 1)k.
ˇDalej predpokladal, že môžme vyjadrit’
F (s) = s−α
∞∑
k=0
ckP
(α,β)
k
(
1− bs−1),
kde a, b, α a β sú parametre, ktorých vol’be sa Piessens d’alej venuje. Metóda je
zdokumentovaná v [3] od strany 337.
Využitím ortogonálnych polynómov sa zaoberal aj Weeks, ktorého metóda je
zdokumentovaná v [3] od strany 342. Weeksovu metódu d’alej modifikovali d’alší
matematici, za zmienku stoja predovšetkým Lyness a Giunta, ktorých metóda je
opísaná v [3] od strany 349.
Pozrime sa d’alej na využitie Fouriera. Ako základ tu poslúžila vyššie opísaná
metóda, ktorú sa d’alej snažili vylepšit’ rôzni matematici. Napríklad Crump, ktorý
využil cosínusovú aj sínusovú Fourierovu transformáciu (vid’ [3], str. 365), alebo
neskôr Durbin ([3], str. 370).
Zaujímavé je využitie rýchlej Fourierovej transformácie (tzn. FFT), ktorému sa
venovali Cooley a Wing ([3], str. 379).
ˇDalším z postupov je využitie Diracovej delta funkcie δ(x) = 0, ak x 6= 0
a δ(x) = ∞ pre x = 0. Týmto smerom sa uberal napríklad Cost, ktorý využil
vlastnosti Laplaceovej transformácie z Viet 3.12 a 3.2, teda
dn
dsn
F (s) = L ((−1)n tnf (t)) ,
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resp. ∫ ∞
0
tne−stdt =
n!
sn+1
.
V kombinácii s vlastnost’ou
∫∞
0
= f(t)δ(t− t0)dt = f(t0), kde t0 > 0 získame
vzt’ah
sn+1
n!
tne−st ≈ δ(t− t0).
Teda pre t0 = n/s (maximum l’avej strany je pre t = n/s) získame
δ(t− n/s) ≈ s
n+1
n!
tne−st.
Dosadením do vzt’ahu z Vety 3.12 dostávame, že
(−1)n s
n+1
n!
dn
dsn
=
∫ ∞
0
f(t)δ(t− n/s)dt = f(t)|t=n/s.
Potom teda
f(t) = lim
n→∞
[
(−1)n s
n+1
n!
dn
dsn
F (s)
]
s=n/t
.
Tento výraz je známy aj ako Widderova inverzná formula.
Rovnakým smerom sa uberal aj Alfrey, ktorý zvolil aproximáciu
f(t) ≈
[
−s2 d
ds
F (s)
]
s=1/t
.
K podobnému výsledku sa dopracoval aj ter Haar (všetky v [3], str. 331-332).
Pozrime sa ešte na metódu odvodenú pomocou Riemannovho súcˇtu. Chiffelle,
Tzou a Özisik ([3], str. 392) sa uberali týmto smerom. Nech všetky singularity
funkcie F (s) sú nal’avo od c ∈ R. Nech d’alej s = c+ iω, potom z Definície 4.4
inverznej Laplaceovej transformácie platí
1
2πi
∫ c−i∞
c+i∞
F (s)estds =
ect
2π
∫ ∞
−∞
F (c+ iω)eiωtdω.
Nahradením ω za nπ
τ
a ∆ωn za π/τ , môžme integrál na pravej strane rozpísat’
pomocou Riemannovho súcˇtu∫ ∞
−∞
F (c+ iω)eiωtdω =
ect
2τ
∞∑
n=−∞
F
(
a+
inπ
τ
)
ein0πt/τ =
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=
ect
2π
(
F (c) +
∞∑
n=1
(
F
(
c+
inπ
τ
)
einπ/τ + F
(
c− inπ
τ
)
e−inπ/τ
))
=
=
ect
τ
(
1
2
F (c) +Re
(
∞∑
n=1
F
(
c+
inπ
τ
)
einπ/tau
))
.
Dostávame tak vzt’ah
f(t) =
ect
t
(
1
2
F (c) +Re
(
∞∑
n=1
(−1)nF
(
c+
inπ
t
)))
.
Presnost’ závisí na parametroch c a pocˇte cˇlenov sumy. Tzou ukázal, že najlepšia
vol’ba je c = 4, 7/t, teda pre každé t sa urcˇí rôzne c. Je vidiet’, že prípad, kedy
t = 0 musíme riešit’ zvlášt’. V tomto prípade preto volíme za t nejakú dostatocˇne
malú hodnotu. Metódu sme použili aj v naších numerických testoch, kde sme
použili hodnotu t = 0, 00001.
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